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The new paradigm is reinforced with curricular emphasis operationalized explicitly: to promote
positive attitudes and beliefs about mathematics, an intense use of digital technologies (albeit
gradual and adequate), and the use of the history of mathematics [mia enfasi].

1. Introduzione di carattere informativo riguardante la collocazione dell’International Study
Group affiliated to ICMI History and Pedagogy of Mathematics e delle relative ricerche
nell’ambito della disciplina ‘“‘educazione matematica”

Inizio le mie riflessioni sull’uso della storia nell’insegnamento collocandole nel quadro dello sviluppo
della disciplina “educazione matematica”. Rimando a (Coray, Furinghetti, Gispert, Hodgson, &
Schubring, 2003; Furinghetti, 2014; Furinghetti & Giacardi, 2010; Furinghetti, Menghini, Arzarello, &
Giacardi 2008) e al sito (Furinghetti & Giacardi 2008) per dettagliate informazioni sulla storia di ICMI.
Nel 1908, durante il quarto convegno internazionale dei matematici (ICM), fu istituita una
Commissione con lo scopo di fare studi comparativi sui sillabi e dei metodi di insegnamento della
matematica nella scuola secondaria delle varie nazioni e sulle riforme (sia quelle gia realizzate sia
quelle in agenda). Si pud considerare questa Commissione la prima incarnazione dell’attuale
International Commission on Mathematical Instruction (ICMI). La Commissione riceveva il mandato
dai matematici durante gli ICM e i rapporti erano presentati nell’ICM successivo. Per molti decenni gli
ICM, che erano quadriennali furono praticamente 1’unica occasione di incontro e discussione sui temi
dell’insegnamento matematico, si veda (Furinghetti, 2007a). L’evoluzione della societa, le nuove
tecnologie, la scolarizzazione di massa evidenziarono 1’inadeguatezza di questa agenda. Il presidente di
ICMI Hans Freudenthal vard due importanti iniziative: nel 1968 la fondazione del giornale
internazionale Educational Studies in Mathematics dedicato specificamente all’educazione matematica
e I’istituzione di un convegno sull’educazione matematica (International Congress on Mathematical
Education abbreviato in ICME) sganciato dagli ICM, che dal 1972 divenne quadriennale. Il primo di
questi convegni si tenne a Lione nel 1969 e si svolse secondo lo schema tradizionale basato sulla
presentazione di contributi, ma gia nel secondo a Exeter nel 1972 accanto a conferenze si
organizzarono 1S Working Group su vari temi. Uno di essi (WGI11) si intitolava “History and
pedagogo of mathematics”. Nel 1976 durante il terzo ICME a Karlsruhe questo WG ora designato



come HPM (the International Study Group on the Relations between the History and Pedagogy of
Mathematics ) e PME (the International Group for the Psychology of Mathematics Education)
divennero i primi Study Group Affiliated to ICMI. Gli aderenti erano prevalentemente storici con
interesse per I’'insegnamento.
Gli scopi principali di HPM erano epspressi da queste parole (Historia Mathematica, 1978, 5, p.
76):
1. To promote international contacts and exchange information concerning:
a. Courses in History of Mathematics in Universities, Colleges and Schools.
b. The use and relevance of History of Mathematics in mathematics teaching.
c. Views on the relation between History of Mathematics and Mathematical Education at all levels.
2. To promote and stimulate interdisciplinary investigation by bringing together all those interested, particularly
mathematicians, historians of mathematics, teachers, social scientists and other users of mathematics.
3. To further a deeper understanding of the way mathematics evolves, and the forces which contribute to this evolution.
4. To relate the teaching of mathematics and the history of mathematics teaching to the development of mathematics in
ways which assist the improvement of instruction and the development of curricula.
5. To produce materials which can be used by teachers of mathematics to provide perspectives and to further the critical
discussion of the teaching of mathematics.
6. To facilitate access to materials in the history of mathematics and related areas.
7. To promote awareness of the relevance of the history of mathematics for mathematics teaching in mathematicians and
teachers.
8. To promote awareness of the history of mathematics as a significant part of the development of cultures.

I momenti di incontro di HPM sono:

» Satellite meetings di ICME

e TSG (Topic Study Group) e altre attivita all’interno di ICME

* ESU European Summmer University)

* WG (Working Group) in CERME

* Sezioni durante i meeting di NCTM

* Incontri organizzati in varie nazioni, specialmente in Brasile

* Convegni HIMED (HIstory in Mathematics Education) in UK

* Attivita degli IREM (Institut de Recherche sur I’Enseignement des Mathématiques) in Francia.
Una caratteristica di molti di questi incontri ¢ la notevole partecipazione di insegnanti, non solo come
ascoltatori, ma anche come relatori.

Non esistono giornali specifici dedicati ai temi di HPM, articoli su questi temi sono ospitati nei

giornali di educazione matematica e nei giornali professionali.

2. Breve rassegna di quello che ¢ avvenuto nel passato riguardo 1’uso della storia, dal punto di
vista teorico e sperimentale

A partire dalla seconda meta dell’Ottocento, quando i sistemi di istruzione si avviavano ad assumere un
assetto moderno, individuiamo tra i1 primi contributi nel settore 1’intervento di G. Heppel (1893)
Association for the Improvement of Geometrical Teaching, 1’associazione da cui nasce [I’attuale
Mathematical Association. L’ autore si riferisce ai livelli di scuola elementare e secondaria e ritiene che
la storia “gives us stereoscopic views instead of pictures and diagrams. A particular subject may be
looked at from many sides, each aspect suggesting a different mode of treatment.” (p. 22). Inoltre per
Heppel la storia aiuta a chiarire alcune idee di base dei concetti, rende meno arida la matematica e ne fa
vedere il contributo al progresso dell’'umanita. Egli da le seguenti indicazioni pratiche (Heppel, 1893,
pp. 19-20):

I. The History of Mathematics should not form a separate subject of education, but be strictly auxiliary and subordinate to
Mathematical teaching.



II. Only those portions should be dealt with which are of real assistance to the learner.
III. It is not to be made a subject of examination.”

A livello scolare pit avanzato alcuni autori a cavallo del secolo (Loria, Cajori, Zeuthen, Smith, Klein)
fissano I’attenzione sul ruolo della storia nella formazione degli insegnanti.

Un’opera molto significativa sul rapporto tra la storia e I’educazione matematica ¢ il trattato
sull’insegnamento della matematica di Benchara Branford (1908), che presenta molti metodi didattici
innovativi, come 1’'uso dei manipolativi e dei laboratori di matematica. Inoltre fissa 1’attenzione su
aspetti non matematici quali le teorie psico-analitiche, in particolare la funzione del sub-conscio. Con
questo libro Branford lancia un programma di ricerca empirica in educazione matematica in anni in cui
questa non era molto presente in letteratura. Egli si riferisce spesso alla storia ed ¢ nota la figura che
delinea il parallelismo tra lo sviluppo matematico nelle civilta e gli stadi di apprendimento
dell’individuo, vedi Figura 1.
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Figura 1. Schema di Branford sullo sviluppo matematico dello studente e delle civilta
L’uso della storia da parte di Branford ¢ stato considerato come una forma di applicazione della
legge di ricapitolazione (I’ontogenesi ricapitola la filogenesi), vedi (Fauvel, 1991). Schubring (2006)
mette in discussione questa interpretazione e afferma che “In view of the absence of empirically
confirmed propositions concerning the process of learning in mathematics, Branford’s approach may
be understood as using history of mathematics as a guideline for formulating research questions which
then have to be investigated empirically.”



Una notevole testimonianza dell’influenza di Branford ¢ I’intervento alla Mathematical
Association di E. Barwell (1913), che riferisce di aver introdotto a studenti del Training Department
dell’ Alexandra College (Dublino) and a ragazze di 16-17 anni di altre classi elementi di storia della
matematica, quali notazioni, matematica egiziana, sistemi di numerazione, notazioni posizionali, la
nascita di algebra e geometria. La Barwell dice che I’introduzione della storia ha suscitato interesse nei
suoi alunni, specialmente in quelli pit deboli. Come fonte per le notizie storiche cita il famoso testo
dedicato alla formazione degli insegnanti The teaching of elementary mathematics di David E. Smith
(1904. New York: The Macmillan Company) e come ispirazione del metodo storico il libro di
Branford. Nell’articolo c¢’¢ (p. 332) un adattamento della figura di Branford, vedi Figura 2.
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Figura 2. Adattamento dello schema di Branford in (Barwell, 2013)



3. Convergenze e divergenze tra lo sviluppo concettuale nella storia e l’apprendimento
matematico in classe. Assunzioni epistemologiche sulla relazione tra la comprensione degli
studenti e la storia della matematica

Nel 1874 il biologo tedesco Ernst Heinrich Haeckel pubblico il libro Anthropogenie; oder,
Entwickelungsgeschichte des menschen. Keimes- und stammes-geschichte (Leipzig: W. Engelmann) in
cui ¢ esposta la sua teoria sul parallelismo embriologico. Secondo questo autore lo sviluppo di un
singolo organismo biologico, o ontogenesi, possiede parallelismi e riassume lo sviluppo evolutivo della
propria specie, o filogenesi. La legge di ricapittolazione fu traspsta dalla biologia alla psicologia (day
Haeckel stesso) con 1’affermazione che nel loro sviluppo intellettuale gli studenti percorrono
naturalmente pitt o meno gli stessi stadi percorsi dall’umanita. Come conseguenza, si considerava il
funzionamento della mente del bambino come qualcosa che segue lo stesso cammino degli antenati the
same path as their ancestors. Questa idea fu assunta come giustificazione per introdurre la storia
nell’insegnamento della matematica all’inizio del ventesimo secolo. L’accettazione di questa idea era
influenzata dalle teorie sull’educazione di Herbert Spencer. Branford stesso cita I’affermazione di
Spencer che “the education of the child must accord, both in mode and arrangement, with the education
of mankind, considered historically” (Branford, 1908, p. 326). In seguito le teorie di Haeckel hanno
rivelato bachi dal punto di vista sia biologico sia psicologico. Tuttavia, la recapitolazion con le use
varianti ¢ entrata nel discorso del’educazione matematica, come emerge nell’opera degli psicologi Jean
Piaget and Lev Seménovi¢ Vygotskij, vedi (Furinghetti & Radford, 2002; 2008).

La relazione fra storia e insegnamento della matematica ha interessato anche importanti
matematici. Henri Poincaré (1899) scrive “Les zoologistes prétendent que le développement
embryonnaire d’un animal résume en un temps tres court toute I’histoire de ses ancetres des époques
géologiques” (p. 159).

Klein ha usato la storia nei suoi corsi per futuri insegnanti, senza pero applicare la legge di
ricapitolazione in senso letterale. Come per Poincaré, per lui la storia era un mezzo per abolire 1’uso
della logica matematica e gli eccessi del rigore di moda in quegli anni. Di conseguenza egli propugnava
I’ordine genetico dei temi da insegnare in opposizione al all’insegnamento “sistematico” tradizionale.
Molte decadi dopo Thom (1973) espresse opinioni analoghe nella sua critica alla Matematica Modern.

Usare la storia nell’insegnamento non implica necessariamente un’assunzione diretta della
legge di ricapitolazione; si pu0 anche usare il cosiddetto “approccio genetico”. Nell’introduzione al suo
manuale sull’analisi Otto Toeplitz (1963) scrive: “If we were to go back to the origins of these ideas
[basic topics in infinitesimal calculus which we teach today as canonical requisites], they would lose
that dead appearance of cut and dried facts and instead take on fresh and vibrant life again.” Burn
(1999) spiega le idee di Toeplitz in questi termini:

The question which Toeplitz was addressing was the question of how to remain rigorous in one’s mathematical
exposition and the teaching structure while at the same time unpacking a deductive presentation far enough to let a
learner meet the ideas in a developmental sequence and not just in a logical sequence. While the genetic method depends

on careful historical scholarship it is not itself the study of history. For it is selective in its choice of history, and it uses
modern symbolism and terminology (which of course have their own genesis) without restraint.” (p. 8)

Freudenthal (1973) fornisce un’interpretazione del metodo genetico tramite il suo metodo di

“guided reinvention”:
Urging that ideas are taught genetically does not mean that they should be presented in the order in which they arose, not
even with all the deadlocks closed and all the detours cut out. What the blind invented and discovered, the sighted
afterwards can tell how it should have been discovered if there had been teachers who had known what we know now....
It is not the historical footprints of the inventor we should follow but an improved and better guided course of history.
(pp- 101, 103)



Van Amerom (2003) ha applicato le idee di Freudenthal nel suo progetto “Reinvention of
algebra”, che usa “informal, pre-algebraic methods of reasoning and symbolizing as a way to facilitate
the transition from an arithmetical to an algebraic mode of problem solving” (p. 73).

Il tormento dei ricercatori riguardo alla relazione tra la costruzione da parte degli studenti
contemporanei della conoscenza matematica e la sua costruzione storica testimonia la necessita di
chiarire questa relazione quando si pianificano attivita in classe (per studenti o insegnanti). Dgli storici
e gli epistemologi hanno fissato I’attenzione sulla reale natura della storia, si veda (Fried, 2001;
Grattan-Guinness, 1973; 2004). Come dicono Radford, Boero e Vasco (2000), questo chiarimento
concerne da una parte 1’ambito psicologico (riguardo all’apprendimento degli studenti contemporanei)
e dall’altra I’ambito storico-epistemologico (together with other domainsinsieme ad altri ambiti). A
seconda dei differenti insiemi di assunzioni psicologiche ci sono differenti prospettive. Le piu
conosciute sono quella degli “ostacoli epistemologici” e quella socio-culturale. Le differenze nella
metodologia in entrambi gli ambiti ¢, invero, un segno di pit profonde differenze, che non possono
essere ignorate nel contesto di un uso pedagogico della storia della matematica. Malgrado le differenze
I’ambito storico e quello epistemologico devono essere articolati in maniera specifica (Fried, 2006;
Schubring, 2000). Per Brousseau ci sono alcune assunzioni di base. La prima ¢ che gli ostacoli
epistemologici appartengono alla sfera della conoscenza, che lui ¢ separata dalle altre sfere. La seconda
assunzione ¢ che gli obstacoli epistemologici sono caratterizzati dal loro riapparire nella storia della
matematica e nel presente apprendimento della matematica. La terz assunzione epistemologca si basa
sull’articolazione “student/milieu”. Secondo Brousseau lo sviluppo della conoscenza € una sequenza di
concezioni e ostacoli da superare, con ovvie conseguenze sull’organizzazione delle situazioni di
insegnamento.

La prospettiva socio-culturale parte dalle assunzioni epistemologicche di Vygotskij’s in
educazione matematica. Radford ha elaborato questa prospettiva in numerosi lavori, si veda (Radford,
1997) e 1 successivi lavori. Egli assume che a conoscenza ¢ costruita sociamente. In linea con Vygotskij
egli fa riferimento all’interiorizzazione quando considera la maniera in cui gli individui si appropriano
della conoscenza culturale della loro culturae. L’interiorizzazione non ¢ vista come un processo
passivo, bensi attivo, in cui gli individui creano concetti e significati attraverso I'uso di segni e
discorso.

4. Presentazione dei due macro filoni nell’uso della storia nell’insegnamento: (A) storia per agire
sull’immagine della matematica, (B) storia per agire sulla costruzione del significato degli oggetti
matematici.

Il mio percorso nello studio dell’uso della storia parte da quello che avviene in classe. La seguente lista
di modi di usare la storia rispecchia abbastanza esaustivamente le attivita emerse nelle varie
sperimentazioni sviluppate in differenti contesti:

. Mention past mathematicians anecdotally

. Provide historical introductions to concepts which are new to pupils

. Encourage pupils to understand the historical problems to which the concepts they are learning are answers

. Give “history of mathematics” lessons

. Devise classroom or homework exercises using mathematical texts from the past

. Direct dramatic activity which reflects mathematics interaction

. Encourage the creation of posters displays or other projects with a historical theme

. Setting projects about local mathematical activity in the past

. Using critical examples from the past to illustrate techniques or methods

. Explore past misconceptions/errors/alternative views to help in understanding and resolving difficulties for today’s

learners



. Devise the pedagogical approach to a topic in sympathy with its historical development
*  Devise the ordering and structuring of topics within the syllabus on historically-informed ground
Queste attivita possono essere inquadrate in questi due tipi di azione:

(A) Storia per agire sull’immagine della matematica e sugli atteggiamenti di alcunne persone. Un
importante risultato atteso ¢ recuperare il valore della matematica vista come parte delle culture
attraverso la riflessione sulla natura di questa disciplina vista come processo socio-culturale e
impresa umana La prospettiva storia ¢ una maniera di vivere I’esperienza matematica.

(B) Storia per trattare concetti e processi matematici. Il risultato atteso ¢ favorire 1’appropriazione
di significato dei concetti matematici.

In entrambi i casi I’obiettivo finale ¢ rendere migliore I’insegnamento. Ovviamente questi tipi di azione
possono avere intersezioni: una buona comprensione dei concetti puo contribuire a migliorare
I’immagine della matematica e  una immagine positiva della matematica puo stimolare
approfondimenti concettuali. La mia distinzione ha analogie con le distinzioni nei lavori di Adriano
Dematte nella locuzione “uso debole e uso forte della storia” e in quelli di Uffe Thomas Jankvist come
“history as a tool” e “history as a goal”.

L’introduzione della storia puo essere attuata attraverso fonti primarie o fonti secondarie. Per le
generazioni di insegnanti che non hanno seguito corsi di storia le fonti secondarie, inclusi anche libri di
divulgazione, hanno avuto un ruolo significativo nel modificare la loro cultura matematica attraverso
I’introduzione di quella visione stereoscopica di cui parlava Heppel. La storia ha avuto quella funzione
unificante che 1 corsi universitari spesso non danno. Come vedremo, le fonti primarie hanno notevoli
potenzialita, ma presentano problemi. In passato il primo problema era 1’accessibilita ai testi antichi,
ma attualmente 1 programmi di digitalizzazione attuati in molte biblioteche hanno migliorato questo
punto. In secondo luogo, 'uso delle fonti primarie richiede una preparazione di tipo storico e
conoscenza della lingua utilizzata dal matematico considerato, laddove non esista una traduzione
attendibile nella lingua dell’utilizzatore. Tutto ci0 rende 1’uso delle fonti primarie un fatto di nicchia.

Gli autori del capitolo 9 dell’ICMI Study (Fauvel & van Maanen, 2000) hanno individuato
queste potenzialita dell’uso delle fonti primarie, che si possono estendere, in generale, all’introduzione
della dimensione storica tout court nell’insegnamento (Janhke et al., 2000, pp. 291-292):

(i) replacement

Integrating history in mathematics replaces the usual with something different: it allows mathematics to be seen as an
intellectual activity, rather than as just a corpus of knowledge or a set of techniques.

(ii) reorientation

Integrating history in mathematics challenges one’s perceptions through making the familiar unfamiliar. Getting to grips
with a historical text can cause a reorientation of our views. History of mathematics has the virtue of ‘astonishing with
what comes of itself” (Veyne 1971). All too often in teaching, what happens is that concepts appear as if already
existing. This is true for the concept of a set, for example, but just as true for the concept of a triangle or a function. And
concepts are manipulated with no thought for their construction. History reminds us that these concepts were invented
and that this did not happen all by itself.

(iii) cultural understanding

Integrating history of mathematics invites us to place the development of mathematics in the scientific and technological

context of a particular time and in the history of ideas and societies, and also to consider the history of teaching
mathematics from perspectives that lie outside the established disciplinary subject boundaries.

Replacement e reorientation sono particolarmente collegate all’insegnamento di concetti e
processi (Azione B). Invero passeggiare in un paesaggio sconosciuto come accade usando la storia
costringe a guardare in maniera differente e porta alla luce elementi che altrimenti ci sfuggirebbero. In
questo contesto si vedono le radici intorno a cui si sono costruiti i concetti nei secoli. Con il
riorientamento i discenti sono forzati a trovare la loro strada per 1’appropriazione del significato degli
oggetti matematici. La terza azione (Quando fonti originali sono usate in classe Jahnke et al. (2000)
individuano vantaggi specifici. Il primo ovvio vantaggio ¢ la fedelta storica al pensiero dell’autore. La
fedelta storica favorisce un contatto profondo con le radici dei concetti. Jahnke (1994), Dematte e
Furinghetti (2011) ritengono che 'uso delle fonti originali pud essere un mezzo per introdurre gli



studenti all’ermeneutica. Inoltre esse favoriscono contatti con lingue, figure, forme di comunicazione e
tipi d situazioni. Da questi elementi il contesto trae connotazioni vive e stimola riflessione culturale
sulle civilta presenti e passate.

Le fonti originali sono una miniera di problemi significativi per i vari livelli scolari e per la
formazione degli insegnanti. Swetz (1995) ha individuato molte tecniche pedagogiche particolari
contenuti negli antichi testi delle civilta Babilonesi e Cinesi: ’'uso di un discorso nell’educativo; una
sequenza logica di problemi matematici e esercizi e I'uso di ausili visuali. Swetz afferma che 1 tetsi
storici ci dicono molto su come i concetti matematici e le tecniche sono stati concepiti e si sono evoluti.
Ma essi ci dicono anche di piu: di solito il loro contenuto incorpora una pedagogia, specifiche forme
organizzative e metodi usati per insegnare.

5. Cultural understanding e storia per agire sull’immagine della matematica

Molte delle esperienze che ho osservato nel corso degli anni sono nate per iniziative autonome di
insegnanti sulla base del fascino di opere secondarie, addirittura di divulgazione, che li hanno attratti e
introdotti alla cultura della storia. Il loro scopo, tacito o dichiarato, era quello di cambiare I’'immagine
della matematica elaborata dai loro studenti e di promuovere forme di cltural understanding. Talvolta
ho sentito usare locuzioni quali “umanizzare la matematica”. Tymoczko (1994) considera importante il
concetto di matematica umanistica, di cui da una sua interpretazione: “Che cosa [rende] la matematica
una delle materie umanistiche? Certo non il solo fatto che gli uomini la praticano; gli uomini praticano
anche la scienza. [...] La matematica pura ¢ in definitiva matematica umanistica, una delle materie
umanistiche, perché ¢ una disciplina con una prospettiva umana e una storia che conta» (p. 334, mia
traduzione). Egli riconosce che 1 filosofi hanno sbagliato considerando solo la matematica pura, ma
nello stesso tempo rimprovera agli educatori di commettere 1’errore opposto di puntare troppo sulla
matematica utile. Questo approccio non introduce gli studenti alla disciplina matematica o, meglio, alla
matematica umanistica; la sua idea ¢ che «introdurre gli studenti alla matematica umanistica ¢
introdurli a un’avventura umana, un’avventura che gli uomini hanno effettivamente condiviso nella
storia” (ibidem, p.335).

Nella seconda European Summer University svoltasi a Braga (24-30 luglio, 1996) ¢ stata
presented an exhibition entitled “Images made by students about their image of mathematics”, see
(Gargani, 1996), which is the result of a project developed with Italian students aged 18 of a Liceo
Artistico, a type of school oriented to give an education in visual arts. Vediamo come si ¢ sviluppato il
progetto. Durante gli anni scolastici 1994-95 e 1995-96 gli studenti hanno affrontato problematiche di
carattere storico ed epistemologico durante le lezioni di matematica e fisica. Gli studenti hanno
effettuato ricerche personali inerenti la storia della matematica tramite enciclopedie o libri specifici,
anche consigliati dal docente, come il libro di C. B. Boyer (Storia della matematica, 1.S.E.D.I., Milano,
1976). Inoltre hanno partecipato a dibattiti guidati dal docente che mettevano in evidenza gli aspetti
fondamentali, le linee tematiche che hanno caratterizzato lo sviluppo della matematica.

In seguito gli studenti hanno preparato una serie di bozzetti in formato 50x70 cm relativi ai seguenti
soggetti:

- una copertina di un libro di matematica;

- un manifesto per un convegno di matematica;

- un elaborato grafico che esprimesse lo sviluppo storico della matematica.

I bozzetti sono stati fotografati, digitalizzati tramite scanner ed elaborati al computer per mezzo di una
serie di programmi di grafica. Gli studenti hanno cosi confrontato le usuali tecniche grafiche con quelle
messe a disposizione dalle nuove tecnologie. E emerso un grande interesse per queste nuove tecniche



grafiche che consentono una rapida manipolazione di un bozzetto e I’'immediata realizzazione di un
prodotto.

Gli studenti hanno scritto un breve commento che mettesse in evidenza le tecniche e le
motivazioni alla base di ciascun elaborato.

Questa ¢ una delle esperienze di cui ho avuto notizia, ma altre sono sviluppate in altre scuole.
Segnalo a questo proposito le attivita di Francesca Bevilacqua e Caterina Vicentini.

Un’interpretazione diversa dell’umanizzare la matematica (I’autrice scrive di voler mostrare il
lato «humanistic» e «human-made» dell’aritmetica) si trova in (Percival, 2001). La storia della
matematica e la matematica stessa sono introdotte attraverso un approccio sociale e di cooperazione
multiculturale. L.”argomento trattato ¢ 1’aritmetica elementare. Si lavora in maniera artefattuale: gli
studenti fanno loro stessi la costruzione di oggetti antichi (tavolette babilonesi, documenti che imitano
quelli studiati e antichi strumenti di calcolo in ricostruzione moderna). L’ attivita concreta procede
parallelamente alla costruzione di concetti sui sistemi numerici e la loro manipolazione.

Dematte (2004) ha realizzato un’esperienza di “umanizzazione della matematica” nella scuola
secondaria superiore, che si ¢ svolta in due tempi. Dapprima egli ha dato agli alunni alcune nozioni di
storia finalizzate a delineare il carattere socioculturale della matematica. Dopo qualche mese ¢ stato
distribuito agli studenti un questionario per verificare che cosa essi avevano ritenuto.

Un altro modo di promuovere/umanizzare la matematica ¢ legarla al contesto culturale in cui gli
studenti vivono. Il britannico Ransom (1995) e la portoghese Dias (2008), entrambi insegnanti in
nazioni con grande tradizione marinara, trattano problemi di navigazione. L’olandese Kool (1992) ha
usato testi locali del sedicemo secolo con studenti in difficolta.

Nell’ottica del cultural understanding ha lavorato Grugnetti che ha sfruttato I’opportunita di
interdisciplinarita offerta dalla storia, si veda (Grugnetti, 1995; Grugnetti & Jacquet, 1996).

A proposito di cultural understanding segnalo anche le ricerche di Adriano Dematteé non solo
sull’immagine della matematica, ma anche sul senso della storia tout court posseduto dagli studenti.

6. Storia della matematica per I’appropriazione del significato di concetti e processi

Si ¢ detto che la storia aiuta ad avvicinare le radici dei concetti. In questa linea di pensiero Tall (2003)
parla di radici cognitive come concetti che che posseggono (potenzialmente) significato per gli studenti
ww contengono 1 semi di una espansione cognitiva a definizioni formali e poi a sviluppi teorici. Tall
(2003) menziona tre mondi di rappresentazione: embodied, symbolic-proceptual, formal-axiomatic.
Questi tre mondi includono differenti modi di operare, che Tall collega con 1 modi di rappresentazione
mentale di Bruner. Il termine “embodied” ¢ usato da Tall (2003, p. 4) “to refer to thought built
fundamentally on sensory perception as opposed to symbolic operation and logical deduction. This
gives to the term ‘embodied’ a more focused meaning in mathematical thinking”. Il mondo “symbolic-
proceptual” si riferisce alla triade “concept, process acting on it, symbol as a pivot between the two”. In
classe gli oggetti matematici spesso sono introdotti nel secondo o, ancor peggio, nel terzo mondo. Su
questo punto Skemp (1969) afferma che un approccio puramente logico fornisce solo la parte finale
della scoperta matematica e non genera negli studenti la percezione i processi attraverso i quali le
scoperte matematiche sono fatte. Questo approccio insegna il pensiero, non il pensare, matematico.
Quando la matematica ¢ presentata nella forma “rifinita” i discenti hanno difficolta a individuare le
radici cognitive nel magma di processi, concetti e regole che si trovano davanti. Il mondo “embodied” ¢
adatto a generare significato. A questo proposito Tang (2006) parla di “somatic” understanding.
Gravemeijer e Doorman (1999) usano la storia per introdurre la derivata. Con questa attivita
essi cercano di evitare il fenomeno di “anti-didactical inversion”, per cui, secondo Freudenthal (1973), i
risultati del lavoro dei matematici sono presi come punto di partenza per introdurre i concetti. Il loro



percorso parte dagli studi di cinematica condotti a Oxford (Merton College) nella prima meta del
quattordicesimo secolo, in cui si investigava sulla velocita come misura del moto e si tentava di fare
una descrizione delle distanze percorse da un corpo in movimento con moto uniformemente accelerato.
Gravemeijer e Doorman si rifanno poi agli studi di Nicole Oresme e Galileo. In questa maniera
esperienze corporali sono il primo passo per introdurre i concetti di analisi.

Furinghetti e Somaglia (1997) usano la visualizzazione offerta dall’ambito geometrico iin
un’esperienza su deivata e integrale fatta con studenti del triennio di liceo. Il materiale presentato ¢ una
rielaborazione della lezione X nelle Lectiones opticae et geometricae of Isaac Barrow (1674, London;
second edition, t. I and II)

In quest’ottica di lavoro nel primo mondo di Tall io inquadro anche il lavoro sulle macchine
matematiche condotto a Modena, si veda (Maschietto, & Bartolini Bussi, 2011).

6. La storia e la formazione degli insegnanti

Una delle idee diffuse nel periodo pionieristico, presente anche in (Loria, 1899), era che la storia & un
buon mezzo per rivisitare la matematica elementare da un punto di vista avanzato, opinione da cui
segue quasi automaticamente 1’utilita della storia nella formazione degli insegnanti. Schubring et al.
(2000) nel capitolo dedicato alla storia nella formazione degli insegnanti dell’/CMI Study sull’uso della
storia nell’insegnamento hanno illustrato vari momenti della discussione su questo tema. All’inizio del
capitolo ¢ osservato che gia nel 1904 al terzo convegno mondiale dei matematici di Heidelberg era
auspicato che la storia delle scienze esatte fosse insegnata nei corsi universitari. Considerando che gran
parte degli studenti di matematica di quegli anni (e di molte decadi successive) era destinata ad
insegnare, quella indicazione implicava raccomandare la storia per la formazione degli insegnanti.
Schubring et al. (2000) citano poi un intervento piu recente dello storico olandese Eduard Jan
Dijksterhuis in un rapporto ICMI del 1962 sulla formazione degli insegnanti in Olanda. Due sono i
punti caratterizzanti questo contributo: 1’affermazione che la storia non ¢ essenziale nella formazione
matematica generale, ma che ¢ importante per la formazione degli insegnanti di matematica.
Dijksterhuis fa riferimento alla funzione motivazionale e di “disciplina mentale” che la storia puo
introdurre nella classe del futuro insegnante, mentre non menziona il ruolo della storia nello sviluppo
della conoscenza matematica degli insegnanti. Dijksterhuis si riferisce a insegnanti di scuola secondaria
superiore, come lui stesso ¢ stato, e vede nella matematica greca il campo di studio privilegiato.
Gli studi condotti in tempi piu recenti hanno fissato I’attenzione sugli effetti dei corsi di storia sulla
visione che gli insegnanti hanno della matematica e del suo insegnamento. Risultati di queste ricerche,
riportati in (Furinghetti, 2007b), portano a conclusioni opposte: per alcuni la storia influenza, per altri
non influenza le concezioni degli insegnanti. Questa discrepanza pu0 essere dovuta non tanto alla
storia, quanto alle strategie di formazione messe in atto in questi corsi. In questa nota riporto le grandi
linee di un nostro progetto di uso della storia nei corsi SSIS.
basa sull’integrazione di obiettivi storici e didattici'.
Sulla base di alcuni aspetti presenti nella letteratura sulla formazione iniziale degli insegnanti

abbiamo preso le nostre decisioni di fondo. Ponte e Chapman (2008, p. 255) affermano che'

Generalmente si hanno risultati interessanti quando gli insegnanti in formazione iniziale si impegnano in approcci

esplorativi (a un qualche livello) che offrono ampie opportunita per discutere, arguire, congetturare, testare e validare

risultati. Queste situazioni sostengono la loro attivitd come agenti nel dare significato matematico. Gli insegnanti in

formazione iniziale devono essere coinvolti non solo nel fare matematica con significato, ma anche nel riflettere,
comunicare, discutere le loro idee matematiche con i loro colleghi e i formatori.™

Seguendo queste indicazioni abbiamo impostato il nostro corso basandolo sul confronto sia tra pari
(insegnanti in formazione) sia tra insegnanti in formazione e docenti.



Questi elementi, insieme all’aver informato gia all’inizio del corso gli specializzandi del fatto
che essi sarebbero stati protagonisti di un esperimento didattico sull’uso della storia, hanno rafforzato
nella classe ’atmosfera di comunita di pratica (community of practice) intesa, come dice Schoenfeld
(1992), come un gruppo di persone coinvolte in imprese comuni all’interno della propria cultura.
Consapevoli che la mera presentazione di esempi di buona pratica difficilmente porta gli insegnanti a
rivedere le proprie idee e ad essere in grado di costruire in modo autonomo propri percorsi didattici
secondo 1l modello dell’insegnante riflessivo, abbiamo colto 1’opportunita del corso di storia per
avviare un’attivita che rendesse gli specializzandi futuri insegnanti riflessivi. L’attivita che volevamo
proporre doveva integrarsi con quanto gia conoscevano dei concetti matematici oggetto del nostro
lavoro e con quanto avevano appreso nei corsi di didattica.

La storia si presta bene alla messa in discussione delle concezioni degli insegnanti. A questo
proposito Furinghetti (2007) ha ripreso la teoria gia esposta in (Barbin, 1994) e successivamente
sviluppata nel capitolo 9 dell’ICMI Study sull’uso della storia (Jahnke et al., 2000). In questi lavori si
parla delle tre azioni promosse dalla storia (il riferimento ¢ in particolare all’uso delle fonti originali).
Una di esse ¢ la consapevolezza culturale (cultural understanding): la storia ci porta a situare lo
sviluppo della matematica nel contesto sociale, scientifico e tecnologico di un tempo particolare. Le
altre azioni promosse dalla storia sono lo spaesamento e il riposizionamento, cioe il creare un ambiente
in cui teorie, concetti e processi sono visti in luce diversa: queste azioni inizialmente suscitano
necessita di fermarsi sugli oggetti matematici e di riflettere sul fatto che essi sono prodotto di
un’elaborazione del pensiero e, in un secondo tempo, provocano la messa a fuoco e ridefinizione delle
proprie convinzioni sul concetto.

Il fenomeno di spaesamento e riposizionamento indotto dalla storia favorisce 1’individuazione
delle idee di base di un concetto che la formalizzazione finale ha messo in ombra e stabilisce una
dialettica tra livello intuitivo e livello formale, necessaria per una costruzione del senso dei concetti.
Nel contesto da noi creato tramite la storia I’acquisizione di senso ¢ avvenuta mettendo a confronto i
sensi su un concetto con altri sensi estranei. In (Radford, Furinghetti, & Katz, 2007) cid ¢ espresso,
riprendendo le idee di Bakhtin®, osservando che i particolari sensi che noi elaboriamo originano nei
limiti della nostra esperienza finita, un limite che possiamo superare quando incontriamo nuovi sensi.
La storia, mettendoci in contatto con differenti epoche e culture, favorisce questo incontro. L'uso di
fonti primarie ¢ essenziale poiché il pensiero dell’autore non ¢ mediato e le radici cognitive' di un
concetto emergono in un gioco di interpretazione del pensiero dell’autore e di ipotesi da parte
dell’interpretante. Potremmo dire che per noi la storia presenta i concetti allo stato grezzo e permette
agli studenti di lavorare su di essi ad un livello che si basa sulle loro conoscenze empiriche e sensoriali
0 su conoscenze acquisite precedentemente. L’ipotesi che noi facciamo sull’uso della storia ¢ che,
usando la terminologia in (Sfard, 1991), essa fornisca un ambiente in cui le idee collegate ad un
concetto possono condensarsi, per poi passare alla fase di reificazione in cui il concetto pud dirsi
acquisito.

Nel nostro corso la relazione tra il livello intuitivo e il livello formalizzato dei concetti
matematici che volevamo affrontare ¢ stata affrontata mettendo gli specializzandi a contatto con
pagine storiche opportunamente scelte (si veda il paragrafo sulla metodologia). Essi hanno confrontato
le loro convinzioni con quanto scaturiva dalle pagine storiche, acquisendo nuovi sensi per il concetto:
sono stati quindi gli specializzandi stessi, con le loro concezioni, a trovare la strada della costruzione
dei sensi, integrando la storia con il contenuto matematico e pedagogico. I docenti (G. F. e A. S.)
hanno solo guidato il loro percorso. Potremmo dire che nel nostro modello gli insegnanti sono
diventati soggetti facenti parte dell’integrazione tra storia e didattica. Ci sembra che il nostro percorso
puo contribuire a far luce sul ruolo dell’insegnante nel rendere questa integrazione efficace.

I due concetti su cui abbiamo fatto riflettere gli insegnanti sono la definizione e la derivata.
Entrambi possono essere presi come paradigmatici delle convinzioni degli insegnanti e dell’azione che



st puo svolgere su di esse. In primo luogo, consideriamo il ruolo delle definizioni, che ¢ sottostimato sia
nella ricerca in educazione matematica sia nella pratica scolastica.

La derivata ¢ un tipico caso in cui la storia si presta bene a questa messa in discussione, poiché si
possono trovare documenti in cui la definizione formale non ¢ ancora fissata, ma si opera o su aspetti
collegati alla visualizzazione e alla geometria o su aspetti sensoriali legati al moto. Il nostro modo di
vedere I'insegnamento di questo argomento ¢ vicino a quello espresso da Tall (1985a) in risposta a
Schwarzenberger (1980). Questo autore sostiene che le difficolta dell’analisi classica non ammettono
spiegazioni semplici, ovvero che ogni formulazione intuitiva contiene implicitamente le difficolta
sottostanti le idee dell’analisi. Secondo Tall il punto di vista di Schwarzenberger (1980) ¢ quello del
matematico che interpreta intuitivo come contrario a rigoroso, mentre per lo psicologo intuitivo
significa risposta immediata a situazioni. Tall (1991, p. 17) osserva che i matematici per semplificare
gli argomenti li frammentano in piccoli pezzi che possono essere ordinati secondo una sequenza logica
di cui loro hanno una visione globale. Purtroppo gli studenti vedono i pezzi come pezzi di un jigsaw
puzzle senza conoscere la figura intera, o, peggio, senza sospettare che tale figura esista. Per Tall
I’insegnamento della differenziazione ¢ un esempio di questo modo di procedere. Egli suggerisce di
creare situazioni, quali quelle di tipo sensoriale, che favoriscano un approccio informale su cui si
innesta un successivo sviluppo cognitivo: questa introduzione qualitativa e informale dei concetti
dovrebbe creare la necessita di una descrizione piu formale. Tall (1985a; 1985b; 1986) ha creato queste
situazioni con opportuni software che sfruttano la visualizzazione. Come si ¢ detto precedentemente,
Vediamo che sulle stesse idee di base si innesta 1’'uso di due mediatori didattici assolutamente diversi
(calcolatore e storia).

Come si ¢ detto, il progetto che descriviamo & stato realizzato nel corso di Storia della
matematica della Scuola di Specializzazione all’Insegnamento Secondario dell’Universita di Genova
nell’anno accademico 2008-09. GIli studenti che hanno regolarmente frequentato sono 19. Il corso
prevedeva esercitazioni (in forma laboratoriale) e teoria, organizzate intorno alle seguenti attivita:

e Somministrazione di un questionario sulla derivata

* Riflessione sull’insegnamento della derivata

* Introduzione di elementi di storia della matematica

* Richiamo di elementi di teoria di didattica della matematica con particolare riferimento alla

letteratura che riguarda la costruzione del significato degli oggetti matematici

* Presentazione del progetto di ricerca

* Lavoro sulle fonti originali

* Proiezione verso il lavoro in classe

* Riflessione degli specializzandi
Si ¢ poi fatto riflettere sull’affermazione di Fischbein et al. (1990, p. 29) “Un’integrazione migliore
degli aspetti formali, algoritmici e intuitivi della conoscenza nelle menti degli studenti aumenta la
flessibilita dei modelli mentali usati senza distruggere la loro autonomia”. Abbiamo discusso i ruoli di
questi aspetti e delle rappresentazioni. Secondo Tall (1996), usando differenti forme di
rappresentazione si usano differenti forme di conoscenza e ci0 ha vantaggi e difficolta nascoste. Le
difficolta sono messe in evidenza dal seguente passaggio in (Sierpinska, Trgalova, Hillel, Dreyfus,
1999, p. 121):

non c’¢ un accesso diretto alla conoscenza scientifica: la conoscenza scientifica, per definizione, ¢ mediata
semioticamente. [...] In assenza di accesso diretto a un oggetto, una delle questioni principali &: come possiamo dire se
due date rappresentazioni sono, di fatto, rappresentazioni dello stesso oggetto? Ogni rappresentazione cattura certi
aspetti di un oggetto e ignora altri aspetti, e, allora, la risposta a questa domanda non ¢ ovvia.

Come si vede il punto della nostra proposta ¢ far riflettere tramite la storia sul dualismo tra intuizione e
rigore.



Le fonti utilizzate son state: metodo dei massimi e minimi di Fermat"' (Appendice I) con
esercizi applicativi; costruzione cinematica della tangente di Roberval (Appendice 2); pagina di
Barrow con domande guida alla lettura (Appendice 3). Si veda (Fenaroli, Furinghetti & Somaglia,
2014) per ulteriori informazioni sull’esperimento e sui risultati. Mi limito a sottolineare che 1’idea
evolutiva della matematica & stata messa in crisi, in favore di una visione contestuale.

Epilogo

Siu (2006, pp. 268-269), who plays the role of devil’s advocate, lists the following unfavorable factors
presented in the form of exclamations or questions that mathematics teachers could utter when asked if
they use history:

(1) “I have no time for it in class!”

(2) “This is not mathematics!”

(3) “How can you set question on it in a test?”

(4) “It can’t improve the student’s grade!”

(5) “Students don’t like it!”

(6) “Students regard it as history and they hate history class!”

(7) “Students regard it just as boring as the subject mathematics itself!”

(8) “Students do not have enough general knowledge on culture to appreciate it!”

(9) “Progress in mathematics is to make difficult problems routine, so why bother to look back?”

(10) “There is a lack of resource material on it!”

(11) “There is a lack of teacher training in it!”

(12) “I am not a professional historian of mathematics. How can I be sure of the accuracy of the
exposition?”

(13) “What really happened can be rather tortuous. Telling it as it was can confuse rather than to
enlighten!”

(14) “Does it really help to read original texts, which is a very difficult task?”

(15) “Is it liable to breed cultural chauvinism and parochial nationalism?”

(16) “Is there any empirical evidence that students learn better when history of mathematics is made

use of in the classroom?”

The questions may be grouped under these main points: integration (1, 2, 3, 4), cultural

understanding (5, 6, 7, 8), looking for meaning (9, 13, 14, 15), and teacher training (10, 11, 12).

» Integration refers to the fact that history has not to be added as an additional subject, but it has to be
embedded in the teaching as it was shown in the examples presented in this paper. This means to
fix educational goals and to choose moments of history and the way to deal with these moments in
function of these goals. In this perspective history is a different way of doing mathematics and the
problems of time, tests, and grades are overcome.

*  Cultural understanding refers to a way of looking at mathematics as a vivid matter embedded in the
socio-cultural process. History not only adds motivation, illustrations, anecdotes, but also
enlightens the problematic situations behind the concepts and the theories taught in school as well
as the relationship with other school disciplines and with real life. Then history introduces an
epistemological dimension in the teaching and learning of mathematics. Students who do not like
history (not only of mathematics, but history in general) have to acquire a “sense of history” in
order to be able to interpret the world. As explicitly advocated by (Dematte, 2006), who speaks
about the “strong role” that history may have in teaching, and Jankvist (2009), the introduction of
history in mathematics teaching may be seen as a goal.



* Looking for meaning has to be one of the aims of mathematics teaching and learning. It is teachers’
endeavor to find the right tool to pursue this aim. The theoretical considerations and the examples
presented in the previous sections should suggest the potentiality of history of mathematics in
fostering the construction of meaning and in providing insights.

* Teacher education gains from the point of view of cultural understanding and of fostering
pedagogical reflection. The short outline in Section 6 should hint how history of mathematics may
be an alternative and efficient way of revisiting mathematical concepts and processes as well as
beliefs and conceptions.

I put aside the question (16) which, indeed, reflects a main concern of researchers in mathematics
education. A part the few cases in which national curricula encompass history of mathematics as a
compulsory subject, experimentations of the use of history require a convenient scenario. This scenario
includes: a teacher with an adequate preparation on history and with enthusiasm for trying new ways of
teaching, as well as the support from the context. All that makes it difficult to establish clear empirical
evidence because the particular nature of the pedagogical tool discussed in this chapter allows
collecting qualitative rather than quantitative data. I have mainly anecdotal evidence through talking
with many school teachers and through my personal experience as teacher trainer. However, I agree
with Siu (2006, p. 276) on the fact that “if education is really a learner-teacher-dependent endeavour,
then anecdotal accounts can be as useful as, or even more than, large-scale statistical data.” Of course,
as advocated by Liu (2003), it is a task of the community of HPM to make as clear as possible the role
of history in mathematics education.

All that said, I met a number of mathematics teachers happy for integrating history (in some of the
ways presented in this chapter) in their teaching. This encourages going on in the studies on this
integration. It may be discouraging to note that some doubts put forward in the pioneer attempt
developed by Barwell (1913) are again mentioned in the recent attempts, but the fact that in the present
days teachers are still attracted by the challenge of introducing history says something about its value.
At least, one may share also today Barwell’s feeling expressed by the sentence (p. 72) “Does not even a
rock appeal more to our imagination when we realise that it has a story? The subject [mathematics] is
humanised; it takes a place in the pageant of our race’s history.”
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Appendix 1

156 (EUVRES DE FERMAT. — CORRESPONDANCE,

laquelle confirme la régle tout & fait. Bien loin d’y remarquer des
défauts, je crois qu'il y trouvera plus de facilité qu'a la sienne (')....

XXXI.

METHODE DE MAXIMIS ET MINIMIS
EXPLIQUEE ET ENVOYEE PAR M. FERMAT A M. DESCARTES (?).

(A, f= 62 & 67.)

1. La méthode générale pour trouver les tangentes des lignes
courbes mérite d’étre expliquée plus clairement qu’elle ne semble
I'avoir été.

Soit la courbe donnée ZCA (fig. 67), de laquelle le diametre soit
CB. Soit encore donné dans la courbe le point A, duquel soit menée
I'appliquée AB sur le diamétre. I1 faut chercher la tangente AD, de
laquelle le concours avec le diametre prolongé se fait au point D.

Les lignes AB et BC sont données; supposons que BA s’appelle &,
et que BC s’appelle D. Supposons que la ligne BD, que nous cher-
chons, s’appelle A, Prenons & discrétion un point, tel que E, sur la
tangente, duquel soit tirée EF parallele 2 AB, et supposons que la
ligne BF soit E.

(1) La Lettre est évidemment incompléte. D'aprés la réponse de Descartes & Mersenne,
en date du 27 juillot 1638 ( Lettres de Descartes, éd. Clerselier, I, 66, p. 374-375), Fer-
mal y aurait répondu & la question V de Sainte-Croix (woir p. 64, note), cest-a-dire
donné le nombre 1476 304 896, comme quatridme connu dont le double soit égal a la
somme de ses parties aliquotes. Descartes ajoute : .

« ... il met un peu devant, touchant la quatritme question de M. de Sainte-Croix
(woir p. 29, note 2), que jaurai peut-étre fait la méme équivoque, qui lui arriva la pre-
miére fois qu'elle lui fut proposée, ot que j'aurai eru qu'il suffisoit que les nombres cher-
chés ne fussent ni quarrés, ni composés de deux quarrés, bien qu'ils fussent composés de
quatre, ce qui n'est pas pourtant selon lo sens de I'auteur etc. »

(*) Pidce jointe & la précédente (wvoir page 152, note 1). — Elle a été publibe par
M. Charles Henry dans ses Recherches sur les manuscrits de Pierre de Fermat
(pages 184 4 189), d'aprés le brouillon d'Arbogast. Celui-ci ne I'a connue que par une
conie de Mersenne. auiourd'hui perdue.
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Donc CF sera D — E, FE sera w

que soit la courbe, nous donnerons toujours les mémes noms aux
lignes CF et FE que nous venons de leur donner.

» et, de quelque nature

Fig. 67.

Cela étant fait, il est certain que le point E de la ligne EF, étant dans
la tangente, sera hors de la courbe, et, par conséquent, la ligne EF sera
plus grande ou plus petite que I'appliquée qui s"appuie a la courbe du
point F : — plus grande, lorsque la courbe est convexe en dehors,
comme en cet exemple, ct plus petite, lorsque la courbe est convexe
en dedans; car la regle satisfait & toutes sortes de lignes et déter-
mine méme, par la propriété de la courbe, de quel coté elle est con-
vexe. — Quoique la ligne FE soit inégale a I'appliquée tirée du point F
a la courbe, je la considere néanmoins comme si en effet elle étoit égale
a l'appliquée, et en suite la compare par adéquation avec la ligne FI,
suivant la propriété spécifique de la courbe.

2. Comme, en la parabole, par exemple, je fais
comme BC & CF, ainsi BA quarré & FE quarré,
ou bien, pour éviter les fractions et la diversité des lignes,
comme BC a CF, ainsi BD quarré & DF quarré;

car c'est toujours la méme chose, & cause des deux triangles sem-
~ blables DBA, DFE.

Ou bien encore je pourrois comparer le quarré FE avec le rectangle
compris sous le coté droit et la ligne CF, comme si ce quarré étoit égal
a ce rectangle, quoique en effet il ne le soit pas, puisque ce sont seale-
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%o DEs MoUVEMENS COMPOSEZ
* Jr divais ainf + Lo poine Ben F C, f& mowvans vers LM, alere mesvemens draies B ngis
farmes, FJ,,-LO,flimpnfmmmwmmthi: FO. !
Semblabirment dodic_powe F on F O, fi aowpant vers KM, 4 dows momeemans FNyN Gy
T F O, FC, fora compafi M, g
Dams el PORTETRER] , FIC, ferd ca ¥ wn momureere F i fera o de.
o oot quarre, o M e diagenals, de. g o vopef
Nous aurons befoin de cette propofition comme d'un lemme, pour les tod-
<chantes dela quadracrice, & peus-eilre de quantité o autres lignes.

2 R'OBLEME L
Propofition cinguicrme.

O xswen los tonchantes des lignes courbes par les mouvemens mel-
lez.
Mais mous fuppofons qu'on nous en donne allez de propri¢ter fpecifiques,
qﬁmusfaﬂ'mtmnnuﬂ’qclnsmuvmqmlmdéﬂivm:? plciiq

eAxiome , 0w principe d' Invention.

L!‘., diveftion du mowvement d'un point qui décrit une ligne courbe, et Ta
uchane de la ligne courbe en chaque polition de ce poine-1a.

"~ Le principe eft aflez incelligible, & onl'accordera facilement dés qu'on Fawra
mﬁ:ﬁ:rc avec un peu dattention.

Regle générale. -
P A les propriétez fpécifiques delalignecourbe {qui vous ferone dumnEr_‘:i

éxaminez les divers mouvemens qu'a le poine qui la décrit & Pendroit
vous voulez mener lacouchante : derous ces mouvemens compofez en un feul,
tirez laligne de diretion du mouvement compolé, vous aurez 1a touchante de
laligne courbe. _ _ ;
démontlration eft motd mot dans noftre principe, Et parce qu'elle eft
tres-génézale, 8 quelle peut fervir 3 rousles exemples que nous en deninerons,
il ne fera poinc 3 propos de le répécer.,
Vous trouverez dans les éxemples fuivans les rouchantes des feltions coni-
ques, celles des antres lignes principales qu'ont conna les anciens, & celles de
uelques-unes que l'on 3 déctit depuis pen, comme du Limagon de Monficur
gali:ha!.,d: laRoulletee de Monfeur Rob. de la Parabole du fecond genre de
Monficar Delc, Bec.

Premier éxemple des touchantes de la parabole.

O 11 que lonnousaic donné la parabole EF E, & le moyen de la décrice
S par la cinquicme méchode générale de Monlicur Mydorge livre fecond,
propofition 2 §.qui eft celle,

former & le Foyer de la parabole eftane donnez de pofition , trouver

dans le mefme plan tant de poings qu'on voudsa par lelquels la parabole cft dé-
CTILE, .
Soit A le foyer, & F lefommet : oic cirée laligne AF, & prolan ée deF verk
B, & foicF B égaled AF, Iamrﬁueljgnnﬂfﬁ fera Paxe de ﬁ meculc. Prenez

dans F A aurant ﬂchuin:; T quiil vuusd!;lann, tirez ga.r ces points des lignes
perpendiculaires 3 F A ; du centre Adc de l'incervale dencre Einaqu: p:rp-{:nd:-
.. : " culaire,
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eulaire, & le poine Boomme B 1, décriveg des arcs decercledont chacun coupe
une de ces perpendiculaires comme en E, la Parabole paffera parles point E.

Cela polé i 'on demandela rouchan=
te de la Parabole au poine E, foit rire
Ia ligne A E prolongée comme en D, &
Ia ligne ET perpendiculaire 3 A B, &en-
core la ligne HEPara|I¢1¢ & l'axe FA I,
alors il H% chair par Ia defcriprion l:'?i
defliis, que le mouvement du point
décrivant la Parabole, et compofe de
deux mouvemens droits égaux, dont 'un
tll]a[[gnc AE, &l'aurere it la ligne HE
fur laquelle il fe meur de melme virelle
quele poine I dans laligne B A, laquel-
L vitelle eft parcille i cellede 12 ;_.gnc
A E par la conftruétion, puifque A Eeft
woiijours égale i B I, Parcant puifquela .
dircétion de ccs mouvemens egaus oft connug, lravoir firivant les Eghes droi-
tes AED, HE dannées de poficion, fi vous divilez U'angle AEH en deus
également par la ligne L E C, qui eft le diaméere d'un rhombe autour de
Vangle AEH (& par conféquent la direftion du mowvement compolé des
deux HE, AE, ) laligne LEC fera la rouchante.

Avant que de pafler ovtre, remarquez deux choles. La gremiére, que nons
Wavons pas mlﬂ confidérer le point E comme commune feétion de dex li-

s, dont l'une A E infiie fe meur circolairement aineur. du point A ; Fautre
ﬁi‘.caul'ﬁ infinic defcend parallclement 3 (by-mefine, syant tofijours fon extre-
iuité 1 dansla ligne B A, puilquil a efte plus facile de coniiderer les mbuve-
mens A E, HE dupoine E en chaqué endroit delafeftiof de ces lighes. Se-
condement , nous avons dit que les mouvemens AE, HE fone égavx 'on 3
l'avere, ce qui fera veay, quelque point de la parabole quenbus prenions pout
E. Mais il ne s'enfui pas que tous les mouvemens d'un poine E loient Egauxd
tous les motvemens d'un aurre poite Ede la I::.mbulc, chiacun d'cux n'en algam:
qu'un réciproque de Iaurre cofte de la parabolede également cloignt du foms
tme. Vous encendrez la mefime chele en routes les aucres lignes coutbes.

Pour mongrer que nc-ﬂrefa;on de rrouver les couchantes de la Parabiole,
s'accorde avee celle & Apollonius livee 1. propolition 33, & pour e trouver en
quelque fagon analiviquement, pofons qu'il foir viay que L E C touche la
Pa.milnlc en E. $i donc nous abaiflons I'erdonnée E1, TF fera égale AFC, &
ajolianc FB 3 1F, & F A3 CF, les rouces C A & 1B ferone £gales {car les
ajoiicées le font par la conftruflion) mais IBclt égale i A-E;pﬁl-' noftre conf-
trution, dancéﬁ & A Efont égales, & langle ACE ¢gal 3 langle AEC
mais par noftre conftrufbion nous avons divile 'angle AEH en deux 55;1:;
ment, & par conléquent nous AVens fie AEC,CEH égaux entr’eux, dod
ACE eft égal 4 CE H fon alterne, ce qui eft vray, car par la conftruétion
EH eft parallele 3 C1. ; ;

Ou !anﬁ aimez micux, puifque C1, EH fone paralleles; Iangle ACE
tl'tn':gaj iCEH; m;i.:p:lrla conftruttion C EH cﬂégﬂl 2 AEC,doncACE
& AEC fontegaux , & lecriangle A CEifolele, dome € A eltégale 3 AR
Mais encore par la conftraftion AEeft égale 3B1, C A et done £galed BI,
& enoflane les égales AT, BEF,CF feta Egﬂle i F [; & par conféquenc laligne
CE reuchie la patabole , ce qu'il fallotc demontrer, :

Que i Von nous euft donné la deferipton de 1@ prvabole un point
“eomme E fepromenane lelonig dela ligne 1 Edumouvement uniforme, enndel
tme temps que la ligne 1E defeend paralielement & foy - mefme d';l:: mouves

Appendice 3

Rielaborazione della lezione X delle Lectiones opticae et geometricae di Isaac Barrow (1674, London; seconda
edizione, t. I e II)

Sia data y = f(x) funzione crescente, MN = f{ON). L’asse Oy ¢& rivolto
verso il basso. Si prenda un altro asse OY rivolto verso I’alto e si




prolunghi MN di un segmento NP di misura uguale all’area OLMN. Al
variare di M il punto P descrive una nuova curva. Se prendiamo sull’asse
x un segmento NT = NP/MN la retta PT sara tangente in P alla nuova
curva. Infatti:

siaN’#N ON’ < ON

PQ =NP-QON=NP -P’N’ = Area(OLMN) - Area(OLM’N’) =
Area(MMN’N)

I triangoli POR e PTN sono simili

PO :RQ=NP:TN = NP : NPIMN = MN

RQ = PQO/MN = Area(MM’N’N)/IMN < MN + NN’/MN = P’Q

RQ < P’Q, P’ ¢ a sinistra della retta

ON” > ON

Q”R” > Q”P”, P” ¢ asinistra della retta.

Allora in un intorno di P la curva sta dalla stessa parte rispetto alla retta
PT e, quindi, quest’ultima ¢ la retta tangente (come si vede Barrow usa
I’antica definizione di tangente).

Il passaggio dalla curva data alla nuova curva significa fare
un’integrazione; il passaggio inverso si fa costruendo la tangente P7 il
cui coefficiente angolare (la nostra derivata della funzione NP) ¢ NP/TN
= MN (funzione di partenza).

! In (Furinghetti & Somaglia, 2006) & descritta un’esperienza analoga, condotta nel laboratorio di didattica della matematica
al primo semestre in collegamento con il corso di didattica della matematica del primo anno della SSIS.

i Generally, interesting results arise when teacher candidates engage in at least at some degree) exploratory approaches that
offer broad opportunities for discussing, arguing, conjecturing, testing, and validating results. These situations support their
activity as agents in mathematical sense-making. Preservice teachers need to be involved not only in doing meaningful
mathematics, but also in reflecting, communicating, and discussing their mathematical ideas with heir colleagues and
instructors.

iii In questo articolo le traduzioni sono degli autori.

v Bakhtin M. M. (1986). Speech genres and other late essays. Austin: University of Texas Press.

vV La radice cognitiva ¢ descritta da Tall (1989) come un insieme significativo di informazioni su un dato concetto che si
possono considerare unitariamente, con tutte le loro relazioni con le altre parti della struttura cognitiva; essa contiene i semi
per un’espansione cognitiva verso la definizione formale e verso futuri sviluppi attraverso strategie di estensione e
generalizzazione della conoscenza, piuttosto che attraverso ristrutturazioni e riorganizzazioni della rete concettuale; inoltre
permane e resiste anche in presenza di conoscenze pil sofisticate.

vi. Altre esperienze utilizzando il metodo di Fermat sono riportate in (Clapie & Spiesser, 1995; Jozeau, 1990; Ransom,
1992).



